Théorie algébrique des nombres (UM4MA234)

Partiel, 27.02.26
(Q.Gazda & S.Alloun)

Toutes les réponses doivent étre justifiées. Passer du temps sur la
bonne rédaction d’un argument est préférable d wvouloir répondre d toutes
les questions. Vous pouvez utiliser les résultats des questions
précédentes méme si vous me les avez pas traitées.

EXERCICE 1.

Soit K un corps de nombres de degré n. Notez Ax € Z le discriminant de K.
(1) Soit P(X):= X3—aX+b, ol a,b€Z, un polyndéme irréductible sur Q[X].
(1,a) Montrez que P a au moins une racine réelle «.

(1,a) P(z) — 400 quand  — +oo et P(z) — —oo quand z — —oo, donc le théoréme des valeurs
intermédiaires assure l’existence d’une racine o de P dans R.

Jusqu’a (1,f) supposez que K = Q(«).

(1,b) Montrez que disc(1,a,a?) = 4a® — 270°.

(1,b) Trgg(e) = 3 et en regardant le deuxiéme coefficient de P on obtient Trg|g(e) = 0. Comme
a® = aa—bet a* = ao® — ba, il reste  calculer la trace de o®. Pour cela on calcule la trace de la matrice
de la mutliplication par o dans la base (1, a, a?) :

0 —-b 0
0 a —b
1 0 a
D’ou Trg (o) = 2a. Finalement
3 0 2a
disc(l,c,0?) = |0 2a  —3b| = 3(4a® — 9b%) + 2a(—4a?) = 4a® — 27b?
2¢ —3b 2a?

(1,c) Montrez que Ag est de méme signe que disc(l,a,a?).

(1,c) Cela découle immeédiatement de 1'égalité disc(1, a, a?) = #(Ok /Z[a])? Ak qui est valide car (1, o, a?)

est une Q-base de K (ou de fagon équivalente Zla] ® Q = Q(«a) = K) et Z[a] C Ok car « est entier
z

algébrique.

(1,d) Montrez que si a =1 et b = —1 alors P est bien irréductible et que

OK == Z[a] .

(1,d) Comme il est de degré 3, si P était réductible alors P aurait une racine dans Z mais P mod 2
n’a pas de racine dans Fy. D’aprés (1,d), disc(1, o, a?) = —23 et donc #(Ox /Z[a])? divise 23 qui est un
nombre premier donc #(Ok /Z[a]) = 1.

Supposez en plus que K est galoisien, c’est-a-dire que pour tout ¢ : K —
C, o(K)=K.

(1,e) Montrez que les trois racines de P sont réelles.

(1,e) L’ensemble {o(a)|o : K — C} est Pensemble des racines de P, et par hypothése il est inclus dans
K = Q(a) C R. D’ou le résultat.

(1,f) Montrez que Ag > 0.



(1,f) Le tableau de variations de la fonction R — R, ¢ — P(t) indique que : a > 0, la fonction a un
maximum local > 0 en —y/a/3 et un minimum local < 0 en y/a/3. On en déduit les deux relations

P(y/a/3) <0 et P(—/a/3) > 0 qui donnent

2a |a
—4/= > *b
3V&3>

c’est-a-dire 4a® — 27b? > 0 et on conclut avec (1,d).
(2) Supposez maintenant que K est de degré n impair et galoisien.

(2,a) A partir du cours, donnez une fagon de calculer Ag pour montrer qu’il
existe v € K tel que Ay = z2.

(2,a) Si (aq,...,q,) est une base de Ok et o1, ..., 0, les plongements de K dans C alors

Ag = (det(oi(0))1<ij<n)’

et I’hypothése d’étre galoisien implique que le déterminant est un élément de K.

(2,b) Montrez que z € Z. (Indication : Considérez le corps Q(z) C K)

(2,b) Si z ¢ Q alors Q(x) est un corps de nombres de degré 2 inclus dans K donc 2|n : absurde. Par
conséquent x € Q. Enfin Ag € Z implique que x est un entier algébrique, et donc ici un entier € Z.

EXERCICE 2. NOMBRES DE PISOT-VIJAYARAGHAVAN.

Soient P € Z[X] un polyndéme unitaire irréductible et 6,6,,...,0, ses racines ;
notez 6 :=¢;. On dit que # est un nombre de Pisot-Vijayaraghavan si 6 € R,
6 >1 et si pour tout i€ {2,...,d}, |6;] <1.

(1) Soient € un nombre de Pisot-Vijayaraghavan et K := Q(6).
(1,a) Exprimez Trgg(0") en fonction de 6 et de fs,...,0,.

(1,a) Je numérote les plongements de K pour avoir o;(6) = 6;. Et donc

Tri(0") = 01(0") + ... +04(0") = 01(0)" + ... +04(0)" = 0"+ 05 + ...+ 05
(1,b) Montrez qu’il existe une suite d’entiers (t,),>1 telle que

" —t, — 0

n—o0

(1,b) Pour tout n, 6™ est un entier algébrique donc pour tout n, Trgg(6") € Z. Par ailleurs on a

0" = Tricg(6™)] < [6a]" + ... + [0 — 0

(2) Soit ¢ := %5 le nombre d’or. Notez K := Q(y).
(2,a) Montrez que Ok = Z[yp| et que ¢ est un nombre de Pisot-Vijayaraghavan.

(2,a) La premiére égalité est vraie car 5 =1 mod 4. C’est un nombre de Pisot-Vijayaraghavan car ¢ > 1

et que 'autre racine de son polynome minimal est % et que ‘ﬂ < 1.

2

(2,b) Déduisez-en que la suite (F)),>0 définie par Fy =2, F; =1 et la relation
Foio=F,1+ F, vérifie F, ~ ¢".

n—o0



(2,b) D’une part I’équation p? = ¢ + 1 implique que pour tout n,
Triio(9™*?) = Triio(@™!) + Triio(¢™)

d’autre part Try|g(¢) = 1 et Trg|g(1) = 2. Finalement on conclut avec le calcul fait en (1,b).

(3) Revenez & la question (1,d) de 1’EXERCICE 1. Montrez que le polyndme
X3—-X—1 posséde une seule racine réelle et que cette racine est un nombre
de Pisot-Vijayaraghavan.

(3) Ag = —23 < 0 donc P(X) = X3 — X — 1 a deux racines complexes non réelles, elles sont donc
nécessairement conjugées I'une de l’autre : je les note z,Zz. Par ailleurs P(1) < 0 donc la racine réelle o
est > 1. Finalement |z|?|a| = [Ng(a)g(e)| = 1 donc |z| < 1. D’ou le résultat.

On 1’appelle nombre plastique et Carl Siegel a démontré que c’est le plus petit
nombre de Pisot-Vijayaraghavan. Le nombre plastique vaut exactement

1 69 1 69
3 + + VI + 3
2 18 2 18

PROBLEME : L’APPROXIMATION DES RACINES CARREES.

Un des plus anciens problémes mathématiques est celui de 1’approximation des
racines carrés par des rationnels.

Soit d>1 un entier sans facteur carré. Dams la suite K := Q(Vd) C R.
(1) Soient z,y € Q. Calculez NK|@(x+y\/c_l).
(1) La norme est le produit des conjugués donc Ngg(z + yVd) = (z + yVd)(z — yVd) = 2* — dy>.

(2) Soit u:=x+yVd e Ok tel que 1,y € Z et Ngg(u) = £1.
Notez u" =z, —i—yn\/a, ol T,,yn € Q.

(2,a) Démontrez que pour tout n,

Tn,Yn €L et T, ANy, =1

(2,a) Le fait que les z,,%, sont des entiers découle du fait que Z[v/d] est un sous-anneau de Ok. Par
ailleurs pour tout n, on a une identité de Bézout

22 — dy2 = Ngjo(u") = Ngjg(u)” = £1
qui implique que z, Ay, = 1.

(2,b) Montrez que si |y,| — oo alors
n—oo

(2,b) L'égalité 22 — dy? = +1 se réécrit

D’ou le résultat.



(3) Donnez une bonne approximation de y/2 par une fraction irréductible a/b.

(3) Soit u := 1 + /2. Pour calculer les puissances de u on utilise le systéme linéaire découlant de
Tn+1 + ynJrl\/? = (1 + \/i)(xn + yn\/§> :

Tp4+1 = Tn + Qyn

Yn+1 = Tn + Yn

Autrement dit on applique successivement l'opération (X,Y) — (X +Y +Y, X +Y) a partir du couple
(1,1). Par exemple au bout de la septiéme opération on obtient

577
2~ —
vz 408

On peut aussi parcourir plus rapidement les approximations au prix de calculs plus cotiteux. En posant
&n == xon €t my, 1= yan, on a le systéme non-linéaire pour n > 1 :

€n+1 = 26721 -1

Mn+1 = 25717771

Autrement dit on applique successivement 'opération (X,Y) + (2X? — 1,2XY) a partir du couple
(&,m) = (22,92) = (3,2).

(4) A votre avis, dites comment le mathématicien Brahmagupta (598-670) faisait
pour trouver une suite d’approximations de /61 & partir de 1’égalité

9-169 -61-25=—-4

(4) L’égalité permet de dire que Ny 57)0(39 + 5v/61) = —4 et donc que

39 5
Novenie <2 + 2%‘7) =1

11 suffit donc de considérer 'élément u = 22 + 31/61 et ses puissances successives.
2 T3

La meilleure approximation qu’il avait trouvée donnait

1766319049
V6l o =T
O = 26153980



